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Abstract

El Los sistemas cuyo estado depende del tiempo y recursos que son
recuperables forman un clase importante de sistemas generales. Se presenta un

estudio sobre la evolucién de sistemas dinémicos con un recurso A y se plantea el
caso de dos recursos recuperables con un parametro individual comun, basandose
en los fundamentos y principios elaborados en la modelacion de sistemas. Se
propone un modelo matematico adecuado para simular y analizar tales sistemas
con la teoria de operadores funcionales con desplazamiento. Se hace una
investigacion de graficas de funcion con cambio del parametro individual (peso) en
el tiempo (ciclos). Con la investigacion de estos modelos se tiene la posibilidad de
obtener solucidn de problemas en sistemas naturales y de produccion.

Palabras clave: recursos renovables, ecuaciones funcionales con
desplazamiento, parametro individual, parametro de grupo, dependencia de la edad.

1. Introduccion

El objetivo principal de este trabajo es mostrar
el modelo matematico y los resultados graficos y
funcionales de un sistema con uno y dos recurso
recuperables. Este modelo matematico sirve
como base para tratar diferentes problemas de
investigacion de sistemas cuyo estado depende
del tiempo, por ejemplo, explotacion econémica
maéaxima, el problema de la toma de recursos, del
periodo minimo de evolucion del sistema. Se
pueden plantear problemas analdgicos para
sistemas con dos recursos renovables.

2. Método

El aparato matematico o el conocimiento
necesario para la modelacion adecuada a
nuestros principios es la teoria de las ecuaciones
funcionales con desplazamientos. EI documento
contiene un modelo matematico apropiado para
simular y analizar tales sistemas con la teoria de
los operadores funcionales con desplazamiento.
Se hace una investigacion de graficas de la
funcién de cambio del parametro individual (peso)

con el tiempo (ciclos). Con los modelos obtenidos
es posible realizar investigacién en la solucion de
problemas de sistemas naturales y sistemas de
produccién. Se hace un estudio de las graficas de
la funcion de cambio del parametro individual
(peso) con el tiempo (ciclos).

3. Resultados

3.1. Principios de Modelacion

En los trabajos [1,2] se construyé un modelo
ciclico de sistemas dindmicos con recursos
recuperables.

Sea S un sistema con un recurso A.
Brevemente describimos nuestra concepcion del
modelado:

I. a la descripcion del sistema S todos los
cambios que ocurren en el intervalo
Jo =12,,t, +T] se sustituyen por los resultados
finales;

Il. nos interesa la dependencia V(x,t) que

muestra la apreciacion cuantitativa de objetos con
parametro x los cuales estan en el sistema en el



momento ¢. El parametro x se llama el
parametro individual, X€ [x X el

min ? max] ’

parametro V(x,t) se llama el parametro de

grupo, se puede dar la separacion de los
parametros individuales y de grupos.

3.2. Sistema con Un Recurso

El estado del sistema S en el momento inicial
t, se describe por la distribucién continua del

parametro de grupo por el parametro individual,
esto es por la funcién de densidad
v(x,t,) =V(x).

En el transcurso del tiempo los elementos del
sistema pueden cambiar su pardmetro individual
(los peces aumentan su peso, la forma de las
particulas sufren modificaciones). En general
las modificaciones de los parametros individuales

se describen en un desplazamiento  S3(x).
El estado del sistema S en el momento
t=t,+T es

vix,t,+T)= V[,B(x)]iﬁ(x) .
dx

Durante el periodo j, =[?,,, +T] se puede

extraer g(x) como el resultado de la utilidad del

proceso y tendremos una nueva distribucion de
densidad

Vit +T) = V[ﬁ(x)]%ﬁ(x) g(0):

si en los procesos se disminuye el volumen por la
mortalidad natural u otro especifico se tomara en
cuenta indicandolo con la funcién coeficiente

d(x)

Vut, +T) = d(x)V[ﬂ(x)]%ﬁ(x) ey

las entradas, salidas naturales y artificiales del
sistema se encuentran con el sumando p(x).La
reproduccion de los elementos se toman en
consideracién por el término r(x)v(x).

El estado final del sistema S en el tiempo
t, +T y se escribe como:

v(x,t,+T)=

d(x)v[ﬁoo]%ﬁ(x)mx)v(x)—g<x>+p<x).

Si nuestra meta es conservar el estado del
sistema S, se mantendrd dentro vy

fuera en el tiempo f=1f,como en el tiempo

t=t,+T por lo cual es necesario dar una
proporcién de equilibrio

v(x,t,) =v(x,t,+T)

para funciones de densidad continuas.
Sustituyendo las expresiones para los puntos
extremos, se obtiene una ecuacién de balance

para el modelo ciclico del sistema S

v(x) =

d(X) B VL] + r(x)v(x) — g(x) + p(x)

Rescribiendo la ecuacion en la forma
a(x)v(x)—=b(x)V[B(x)] = f(x),
donde

a(x)=1-r(x), b(x)=d(x),
f(x)=px)—gx),

o en la forma operador

(Av)x) = f(x)

siendo

A=al-bW,, (Iv)x)=v(x),
W,y ) = BCovIB)L.

3.3. Sistema con Dos Recursos

Generalizando nuestro modelo con dos
recursos recuperables A,,4, y un parametro

individual comun x. Para el recurso A, el



intervalo es I,, xel,, y para 4, es I,,
xel,.

Al intervalo temporal [f,,t, +T] se parte en
subintervalos T =It,_.t.]1, k=12,.n,

t, =t,+T. Usualmente se escogen periodos

relacionados con los cambios de temporada, en
el caso de que esta influya en el sistema, o
simplemente condiciones que el sistema S
exige.

Los procesos de cambio del parametro individual

x, xe I, del primero recurso A, en el periodo
T, se dan por un desplazamiento f,(x), y para
el segundo recurso A, en el periodo 7, se da
por B3,(x), xe I, .

Repitiendo el procedimiento de un recurso se

obtiene un sistema de dos ecuaciones
funcionales con desplazamientos en cada

intervalo 7, para dos funciones de densidad:

V. (x)=V,(x,t,) que es la distribucion del
parametro de grupo por el parametro individual x,
xel, en el tiempo t=t,k=012,..n vy
V,.(x) =V,(x,t,) que es la distribuciéon del
parametro de grupo por el parametro individual x,
xel, en el tiempo t=t,,k=0L2,.,n. Por

eijemplo la funcién VvV, (x)=V,(x,t,)es la
distribucion en el tiempo inicial =t,para el
recurso A,, v, (x)=Vv,(x,1,) es la distribucién
en el tiempo t=t para el recurso A4,
V,,(x)=V,(x,t,)es la distribucién en el tiempo

final # =1¢, para el recurso A,.

Las ecuaciones de balance para el modelo
abierto del sistema S con dos recursos son

v, (x,t,) =d,(x,1,) B, (x, 1)V, (B, (x,1,),1,) +
rn(x,t)v,(xt,)+ p(xt)—g,(xt),
xel,

V,(x,1,) =d,(x,1) 5, (x,1, WV, (B, (x,1,),1,) +
5 (Xt WV, (x,t)+ p,(x,t,)— g, (x,1)),
xel,

Vv, (x,t,) =d, (x,1,) B, (x,t, )V, (B, (x,1,),1,) +
r(x, 0,V (x,t,)+ p,(x,t,)— g,(x,1,),
xel,
V,(x,t,) =d,(x,0,) B, (., WV, (B, (x,1,),1,) +
5 (X, 0,V (x,8)+ p,(x,1,) — 8, (x,2,),

xel,

Vi(x,t,) =d, (x,t,) B (x,t, W, (B, (x,1,),1,) +
rl(x’tn)vl(xatnfl)-‘r pl(xatn)_gl(xatn)a
xel,

V,(x,t,)=d,(x,1,) B (x,1, )V, (B, (x,1,),1, )+
rz(x’tn)vz(xatnfl)-‘r pz(xat,,)_gz(xatn),
xel,

o en forma compacta

Vv, (x0) =d, (x,0,) B (x,t )V, (B, (x,1,),1,) +
rl-(x,tk )Vi (X,Ik71)+ p,-(x,tk)— gi(xJk )7
xel, i=12; k=12,.,n.

Escribimos el sistema de necuaciones
funcionales en forma operador. Se introducen

operadores de desplazamiento pesado con la
derivada

(Bup)0)=p/(x,1) B, (x.1,)]
y se obtiene

v.(xt,)=d,(x,t,)B,V,(x,t,_)+

n(x,tk)lvi(x,tk71)+ P,-(X,fk)—g,-(xafk )7
i=12; k=12,..,n.

Vi () =v,(x,1,) = (A Vi )(X) + pi (Xt ) —

gi (xa tk )a Vik71 (x) = Vi (x’ tkfl)a
en donde



(A 9)(x) =

d,(x,t,)(B, @) () + 1, (x, 1, )IP)().
4. Analisis
1. Aqui se tiene que todas operaciones
relacionadas con los sumandos p,(x,f,)y
g,(x,t,)se periodo

T, =[t,_,,t,]. Sin considerar que los procesos

realizan al final del

de entrada, salida natural y artificial fuera del
sistema se realizan al inicio del periodo
T, =[t,,.t,] es necesario suponer que el

sumando g,_,(x) =q,(x,t,_,) y nuestro sistema
de ecuaciones seria:

V(1) = (A Vi (0 + (A gy )(x) +
pi(x’tk)_ gi(x’tk )a
0 bien
V(1) = (N vy )(X),
en donde
(N, @) (x) = (A, 0)(x) + (A gy )(X) +
p;(x,t,)—g,(x,1,).

Se puede expresar como depende el estado del

r=1, del estado

t.

sistema dinamico en el tiempo

del sistema en el tiempo inicial t=

V() =(Ny Ny o . Ny Nyvip ) (),
Vo =vi(6ty). *)

Este modelo matematico sirve de base para
plantear e investigar diferentes problemas de
sistemas cuyo estado depende del tiempo.

En el trabajo [3] se consideraron unos, el
problema del manejo econémico maximo, el de la
toma los recursos, o del periodo minimo. O
plantear problemas analdgicos de sistemas con
dos recursos renovables.

La teoria matematica adecuada a los principios
de modelado es la teoria de las ecuaciones
funcionales con desplazamientos. En general el
operador

NikNikfl . 'NiZNilviO
es un operador no lineal. En el caso cuando

qikfl(x) = pi(x’tk) = g,-(x,tk) =0
el operador
NikNik—l "'NiZNilviO

es un operador lineal funcional con

desplazamientos.
2. Modelo ciclico. Si la meta es guardar el

estado del sistema S, que se quedara dentro y
fuera en el tiempo 7 =17,como en el tiempo

t=t,+T es necesario dar una proporcién de
equilibrio

V.(x,t) =V, (x,t,+T), V,(x)=V, (x),

y
v(x,t,) =v(x,t,+T), V,(x)=V,(x)
donde
) _ (Vi) ) _(vie(®)
V()C, tO) =Y (X) - (Vz (x, f())J - (VZO (X)J |
_ _ v, (x,t,) _ Vin (%)
vixt,)=v, ()= (vz (x.1, )J ) (Vzn (x)}

Substituyendo se obtiene:

Vig(X) =(N,, N, ... Ny, NV )(X),
ViO Evi(x’to)a ViO EVI-(X,ZO) >

o en la forma vectorial

|:NlnN1n—l"'N12Nll 0 :|
O NZnNZn—l"'NZZNZl

Vip(X) 3 Vio (X)
Vo (X)) Wy (X))

Como base de aplicacion de los métodos
aproximados es importante conocer las
condiciones de existencia y unicidad de las
soluciones de la ecuacién de balance .[4] y [5] se



investigaron problemas de la invertibilidad de
operadores funcionales con desplazamiento en
espacios de Holder y de Lebesgue con peso.

4.1. Dependencia de la edad

Se hace un andlisis del cambio del cambio de
parametro individual del recurso A. La funcion
a = a(x) muestra como se cambia el parametro
individual x supongamos que se trata del peso

dentro del intervalo de tiempo T que
corresponde a un ciclo. Si un objeto tiene peso

x dentro el periodo T su peso se transforma en
el peso a(x), como se muestra en la figura 1.

o =a(x)

A

A\

Figura 1. Se muestra graficamente como el objeto
aumenta su peso a medida que se cierra el ciclo

\4

Figura 2. Se muestra graficamente como el objeto
pierde su peso de un ciclo a otro

a = a(x)

\ 4

Figura 3. Se muestra graficamente el comportamiento de
c6mo el sistema puede ser reiterativo

La condicion de la existencia de trayectorias
ciclicas es la pertenencia a la gréfica de la
funcion y = a(x) un punto (Ot(xo),xo) o de otra

forma hay trayectorias ciclicas si la grafica
contiene puntos simétricos a respecto de la
bisectriz y = x, como se muestra en la figura 4.

X
»
|

Figura 4. En ciclos mas complicados de orden 77 forman

los puntos (a” (xo ), Xy ) .



Investigamos la siguiente figura 5.
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Figura 5. Objetos con el peso X € (d,[) no podran
saltar por el intervalo (d , ) y su peso no podra ser

mayor que [

El rectangulo corresponde a un intervalo en el
que se encuentra el peso de objetos para los
cuales las condiciones son adversas, dichos
objetos se desgastan y bajan de peso. Segun la
figura 5 en este espacio rectangular los objetos

tienen peso xe€ (a,b)U(c,d).
Las condiciones de la existencia formacion de
un espacio rectangular como el de la figura

d=a(d), [=a(), cumpliéndose en el
intervalo (d,l) una desigualdad d < a(x) <1,
xe (d,l) . Los objetos con peso xe (b,c) salen

de este intervalo (d,!) y después suben de peso
en ciclos préximos.

a a=a(x)

A

dt k1

Figura 6. El area rectangular tiene un comportamiento
mas complicado.

Los objetos que estan en el intervalo (d,l)
pueden superarlo. Son aquellos que tienen el
peso menor que el valor a(d): xe€ (t,k). Los
objetos que tienen peso x € (r, p) salen del area

rectangular como lo indican las flechas de la
figura 6.

a a=a(x) a=a(x4), x>M

£

AT

Figura 7. Dependencia de la edad

En la figura 7 dos objetos diferentes en un
tiempo tienen posiciones x*y x enel eje de
peso 0X . Ambos alcanzan el peso M .

Las historias de vida de los objeto x*y x
son distintas, objeto x es “joven”, y en dos ciclos
logra la posicion M . Para obtener el peso M el

objeto x"" usa cuatro ciclos, es “viejo”. El futuro
de estos dos objetos tendra que ser diferente. Se
propone tomar en cuenta ciclos (edad) que sean
necesarios para reducir el peso de los objetos,



con un valor del parametro individual. Considerar
la funcion a = a(x,e) con una variable continua

— parametro individual x y otra variable discreta
— ndmero de ciclos. La grafica de desarrollo del

objeto x  es ¥ =a(x,2), x>M vyla grafica

de desarrollo del objeto x" es
a=a(x4), x>M.
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