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Resumen

Discuto algunas posibles implicaciones de un modelo bidimensional para la evaporacién de un agujero negro en una teoria
de campo no conmutativa. La no conmutatividad que considero no afecta la gravedad pero juega un papel muy importante
en la dindmica de un campo escalar no masivo en el horizonte de eventos de un agujero negro de Schwarzschild. Encuentro
que la no conmutatividad afecta al flujo de particulas salientes y la naturaleza de las divergencias UV/IR. Finalmente se
encuentra que la interaccidon no conmutativa destruye la naturaleza térmica del flujo.
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Abstract

I discuss some possible implications of a two-dimensional model for black hole evaporation in a noncommutative field
theory. The noncommutativity I consider does not affect gravity, but plays an important role in the dynamics of a massless
scalar field in the event horizon of a Schwarzschild black hole. I find that noncommutativity will affect the flux of outgoing
particles and the nature of its UV/IR divergences. The noncommutative interaction still destroys the thermal nature of fluxes.
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1. Introduccion

Desde el importante descubrimiento de Hawking en
1974 [11], de que un agujero negro puede emitir radiacién
(para ver una referencia previa se puede consultar la referen-
cia [2]]) se ha incrementado considerablemente la cantidad
de publicaciones en teoria cudntica de campos en espacios
curvos. Algunos de los trabajos mds relevantes sobre dichos
tépicos son por ejemplo [3l 4,15, 16, 7, [8]]. En el articulo an-
tes citado, Hawking consider6 un campo escalar Hermitico
no auto interactuante acoplado a un campo gravitacional de
fondo clasico dado por el espacio-tiempo de Schwarzschild.
El modelo mds simple para un campo de materia esta repre-
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sentado por un campo escalar neutro de espin cero con masa
my es descrito por la ecuacion de Klein-Gordon, propagan-
dose en un espacio tiempo de Schwarzschild.

En ausencia de campos interactuantes, el agujero negro
de Schwarzschild de masa M emitird particulas con una
temperatura Ty = 1/87M [1l]. El estado final serd el de
un flujo saliente a la temperatura T. El agujero negro en
equilibrio con un bafio térmico a temperatura 7 ha sido in-
vestigado en [9]. Ahi se encontré que el flujo de radiacién
saliente permanece térmico debido a argumentos de balance
detallado.

La pregunta de si la naturaleza térmica de la radiacién
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permanece inalterada cuando se toman en cuenta las autoin-
teracciones de los campos de materia alrededor del agujero
negro ha sido discutida inicialmente en [10}[11]] (para ver re-
sultados previos puede consultarse [12]). En estos trabajos
se estudia un modelo de prueba basado en un campo escalar
® con un término de autointeraccién de la forma A®*?, sien-
do A la constante de acoplamiento. El campo estd definido
en el espacio tiempo bidimensional definido por las coorde-
nadas (r,t) de un agujero negro de Schwarzschild, de ma-
nera que la métrica del espacio tiempo no es en sA mismo
una teoria de Einstein de dos dimensiones. En [[10, [11] se
encontrd que dicho modelo interactuante en el agujero ne-
gro es equivalente a un modelo del mismo campo escalar
definido en el espacio tiempo plano pero con un pardme-
tro A dependiente del tiempo. Los flujos que constituyen los
campos entrantes y salientes al agujero negro de dos dimen-
siones pueden interactuar entre si como dos bafios térmicos
con diferentes temperaturas. Para un campo escalar sin ma-
sa en un espacio tiempo plano, los flujos entrante y saliente
permanecen en equilibrio consigo mismos.

Por otra parte, en los dltimos afios se ha notado un cre-
ciente interés en los efectos de la geometria noconmutativa
en diferentes modelos cosmolégicos. Esto es porque la cos-
mologia podria proporcionar una posible manera de probar
teorias mas alld del modelo estidndar de la fisica de particu-
las. Un ejemplo de esto puede verse en [15]. Ahi se sefiala
la posibilidad de que una geometria noconmutativa podria
inducir fluctuaciones en el proceso de inflacién, modifican-
do las relaciones de dispersién a distancias cortas. En este
trabajo la gravedad no es afectada por la noconmutatividad,
manteniéndose como un “expectador”.

Asimismo, ha habido novedosos intentos de explorar las
consecuencias de la noconmutatividad en un espacio tiem-
po de Schwarzschild. La idea de la noconmutatividad en
las coordenadas del espaciotiempo ha estado en la literatura
desde hace afos [14].

Motivado por esta linea de razonamiento, en el presente
trabajo estudiaré el efecto de la noconmutatividad en el flu-
jo de radiacién en un agujero negro de Schwarzschild de dos
dimensiones que se obtiene al considerar una interaccion del
tipo A®? en los campos escalares de materia.

En el presente articulo retomaré el enfoque de Leahy y
Unruh [10, [11]] . Esto ha sido también discutido con cierto
detalle en [16]].

En la siguiente seccién haré una breve revisién de los
efectos de la interaccién A®# sobre los flujos entrantes y sa-
lientes en un modelo de agujero negro de dos dimensiones y
en las secciones posteriores procederé a explicar como de-
formar dicho modelo.
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2. Radiacion en un Agujero Negro Bidimensional con
Interaccién \ &+

A continuacién revisaremos algunos aspectos relevantes
de la influencia de un término de autointeraccién de un cam-
po de materia ¢ sobre la radiacién de Hawking en un mode-
lo de dos dimensiones. Para ser mds precisos adoptaremos
las convenciones de Leahy y Unruh [10]. No es el propdsi-
to el de dar una detallada explicacién del tema sino resaltar
algunos aspectos relevantes. En lo que sigue adoptaremos
unidades naturales talesque G = h=c=k = 1.

Como se ha mencionado antes, el campo escalar sin ma-
sa ® satisface la ecuacion de onda

1

\/_—ga,t ey

(\/—gg“”aué) =0,

Por otra parte, la métrica de un agujero negro bidimen-
sional estd dada por

oM oM\ !
(1 _ )dt2 - (1 _ ) i
' '
= (1 — W)dudv,
T

donde u y v se definen comou =t —r*, v =t +r*yr*es
la coordenada “tortuga” definida por:

ds?

@

r*—r+2M1n(T—1) 3)

2M

Ahora consideremos la solucion de la ec.@. Podemos,
expresar estos campos de la forma
D (u,v) = Po(u) + P1(v) , 4)
donde @ y P1 son campos que dependen de las coordena-
das u y v respectivamente. Los subindices indican que se tra-
ta de campos salientes (O) o entrantes (I) como se vera en-
seguida. Con el objeto de cuantizar el campo, se expanden
estas soluciones en modos normales asi como usando ope-
radores de creacion y destruccion “apropiados” para estos
modos. La expansion mds simple viene dada en términos de
las ondas planas

efiw'u
Xw = NTMDUQ )
para los modos entrantes, y
o =N——pp (©)
(2lw))?
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para los modos salientes. De manera que las componentes
en la ec.(d) pueden expandirse

O = > (boxw +0LXD) (7)
w>0

o = > (Cuthw+CLyl) . ®)
w>0

En lo que resta del articulo adoptamos esta convencion para
los campos que representan particulas entrantes y salientes,
respectivamente. En las ecuaciones (3 y (6) hemos introdu-
cido el pardmetro IV el cual es un factor de normalizacién
que no depende de la frecuencia.

Definiremos el estado de vacio de los estados de campos

entrantes como aquel estado |s) para el cual

bols) =0 ,(w>0) . )

Los estados correspondientes |s’) definidos con el operador

C,, representan el vacio para estados de particulas salientes,
i.e.,

C,ls"y =0,

(w > 0). (10)

Como es usual, |s) y |s') estdn relacionadas a través de una
transformacion de Bogoliubov. En esos términos, el flujo
térmico de particulas salientes del agujero negro con fre-
cuencia w corresponde al valor de expectacion del operador
de nidmero C{C,, i.e.

dF 1

i — T
dw (W) - ﬂ_tr(pcwcw) ) (11)

donde p es la matriz de densidad. Esta se construye de la
siguiente forma:

P = po 0 Pr ,
donde

0)(0] (12)

Q. e ) (nl, o (13)

y |n.,); es el estado de n “cuantos” en el modo entrante con
energia w a temperatura 3.

PO
pr =

Ahora examinaremos qué es lo que sucede cuando intro-
ducimos un término de autointeraccion para el campo esca-
lar ®. En particular estamos interesados en el valor esperado
del flujo de particulas salientes. Utilizando el cuadro de in-
teraccion, la matriz de densidad evoluciona [16] a través de
una matriz S de manera que

p(t) = S(t)p(0)S"(t)

donde p(0) la matriz de densidad inicial y S es una matriz
de evolucién que definiremos en la siguiente seccion.

(14)
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A continuacién introducimos una autointeraccién no-
conmutativa para los campos en nuestro modelo de aguje-
ro negro bidimensional. La interaccién serd del tipo A®% =
AP x © % & * . El significado de la operacion x sera asi-
mismo explicado en esta seccion. Las coordenadas u y v de-
penden de las coordenadas candnicas noconmutativas (7, t)
de la forma usual u =t — r* y v = t + r* donde la coorde-
nada r* se defini6 previamente. Por lo tanto los campos ®
dependen de las coordenadas noconmutativas a* = (r,t),
i.e. [z#,2¥] = iO"Y. Entonces promovemos todos los pro-
ductos de las funciones de los modos normales en productos
estrella. Es natural entonces definir el producto de Moyal

= (€297 %00 By (¢ + )Py (w + 1) ;

£€=n=0

(15)

donde ©*” = ©e*” es la matriz determinada por el parame-
tro noconmutativo ©.

(@1*4)2) (x)

Ahora introducimos la interaccidon noconmutativa, mo-
dificando las ecuaciones para S(t) dadas en [10] como sigue

t
T exp [ - Z/ H}L(t’)dt’} , (16)

donde el Hamiltoniano noconmutativo Hj (t) estd dado por

S™(t)

A
H;(t) / Z‘b1*®2*@3*‘b4 dr

A / i (q>(x1)*q><x2)) (@(xg)*¢($4X)7)

Paralelamente vemos de la Eq. que la modificacién
no conmutativa del hamiltoniano de interaccién se propaga
a la evolucién de la matriz de densidad y por lo tanto al flujo
de particulas saliente.

dF*
7 W

ltr (p(t) * C’lC’w)
7r

- ;u(S*(t)p(O)S*T(t)CLCw), (18)

donde S*(t) = 1+ S7(t)+55(t)+. ... debido aque p(0) y
C, son independientes de las coordenadas r y ¢ y que S*(t)
depende solo de ¢, el producto Moyal no aparece en Eq. (I8).

Calculando ahora S*(t) a segundo orden en la constante
de acople ) y pidiendo que S*S*T = 1, tenemos
)

dF* 1 . )
(W) = WZpa<aSJ[Clcw,Sl]
)

dw |y
1
;%ﬁ:pa(nw,@ _nwa) <6

donde {|a)}, {|8)} son conjuntos completos de estado para
®. Aqui p,, son las funciones de probabilidad para los esta-
dos |a) en la matriz de densidad p(0). Ademds ny,q Y N3

2

19)

ST
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representan la cantidad de cuanta de energia w en los estados
la) y | ). respectivamente. La expresion: |(3|SF|a)|? repre-
senta la probabilidad de transicion del sistema que inicia en
el estado |a) y que evoluciona al estado final |3) bajo la in-
teraccion no conmutativa y finalmente n,,3 — 0 = Any, €s
la diferencia en el numero de particulas salientes de energia
w durante el proceso.

En la Eq. (I9) hemos usado el hecho de que
St+s87T = o,
Syt 4S5t S5 = o

(20)
ey

Aqui ST depende solo de la coordenada ¢, lo que implica
que el producto de Moyal se reduce al producto usual.

Las expresiones noconmutativas para las correcciones
del hamiltoniano y la matriz S son un tanto largas y pue-
den cosultarse en [16]. Sin embargo a continuacién daré el
procedimiento seguido para encontrarlas.

3. Correcciones no conmutativas al flujo de radiacion

Ahora procedemos a desarrollar las correcciones no con-
mutativas a S7(¢). Entonces tenemos que
Z' t
= / /\(<I>1 * Do+ Dy x Dy + perms) dr'dt’;
(22)
aqui “perms” significa sumar sobre todas las permutaciones
equivalentes. Podemos escribir el hamiltoniano H; como

ST(t)

H} = H; + HY'“[6%] + 0[]0, (23)

donde HN[0?] representa la correccién no conmutativa de
orden mds bajo distinta de cero. Si sustituimos esta expre-
sién en ST obtenemos que

F =51+ 57°0%+ 00, (24)

con S; siendo la expresion (conmutativa) usual que se en-
cuentra en la Ref. [10}11]. Aqui S{¢[©?] est4d dada por

SNCe? = —i / HNC©%dt. (25)

Para construir diagramas que tienen una corresponden-
cia uno a uno con las diferentes contribuciones a la amplitud
(B]ST|e), vamos a utilizar algunas reglas ttiles. A conti-
nuacién daré algunos detalles sobre este método. El lector
interesado puede consultar la referencia [[10]]. Todos los dia-
gramas consisten de un vértice con cuatro lineas convergien-
do, o bien dos lineas y un lazo. Las reglas son las siguientes:

1. Se escribe la interaccién ®% ordenada normalmente
dentro de la amplitud (5|ST|c).
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2. Para cada término C,v,, dibijese una linea con una
flecha apuntando (de izquierda a derecha) hacia el
vértice. Esto representa una particula saliente en el es-
tado inicial.

3. Para cada término CJ %% dibdjese una linea con una
flecha apuntando (de izquierda a derecha) hacia afue-
ra del vértice. Esto representa una particula saliente
en el estado final.

4. Para cada término b, ., dibtijese una linea con una
flecha apuntando (de derecha a izquierda) hacia el
vértice. Esto representa una particula entrante en el
estado inicial.

5. Para cada término bf x* dibdjese una linea apuntando
(de derecha a izquierda) hacia afuera del vértice. Esto
representa una particula entrante en el estado final.

6. Para los términos X7,; * Xw20wi,w2 0 V5, *WVw, 0w, w,
obtenidos en el ordenamiento normal de ®, dibujese
un lazo unido al vértice.

4. Conclusiones

Unruh y Leahy [10] fueron los primeros en darse cuenta
de que si se introduce una interaccién de la forma AP, se
modifica la naturaleza térmica de la radiacién emitida por el
agujero negro. Su resultado, sin embargo, estd “plagado” de
divergencias, principalmente infrarojas.

En este articulo se generaliza los resultados para la ex-
presiones que determinan el tipo de interaccion de los cam-
pos escalares. En el presente trabajo se introdujo una mo-
dificacién en el producto de operadores, promoviéndose di-
chos productos en productos “Moyal”. De esta manera se
modificé la expresion de la interaccién del tipo A®* a una
interaccién noconmutativa A®**.

En el calculo del flujo noconmutativo de particulas se
hace necesario modificar los diagramas “de Feynman”, los
cuales pueden consultarse en [16]. Estos diagramas inclu-
yen, de manera natural, a los encontrados por Leahy y Un-
ruh [10]. Haciendo el célculo explicito de la correcccion a
segundo orden al Hamiltoniano de interaccion, se encuen-
tra que al ser introducido en la matriz S* obtendremos la
modificacién noconmutativa correspondiente. La noconmu-
tatividad introduce, por una parte, un cambio en el compor-
tamiento de las divergencias presentes en en flujo de radia-
cién.

Adicionalmente, se encuentra que la noconmutatividad
tiene el efecto de introducir un flujo distinto de cero en todo
el espacio, particularmente en el horizonte de eventos. Esto
es otro efecto puramente noconmutativo.
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